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しゅそくさん (@eszett66) に微分形式を教えていただいたときのノートを TEX にしました．TEX 化の過
程で，@alg dさん，および同級生の@Ns mathくんと@uta 4414くんに周辺の幾何学を教えてもらったり，
TEXの間違い等を探していただきました．ありがとうございました．

1 外積代数
補題 1.1 V,W をK ベクトル空間（K = R,C）とする．このとき，V ⊗W ≃ L(V ∗,W ∗;K)である．
特に，

⊗k
V ≃ L(V ∗, . . . , V ∗;K) が成り立つ．

証明 ι : V ×W −→ L(V ∗,W ∗;K)を，ι(v, w) = ⟨·, v⟩V ⟨·, w⟩W で定める．

V ×W
ι //

��

L(V ∗,W ∗;K)

V ⊗W

≃
77

すると，テンソル積の普遍性より定まる射が同型を与える． �

定義 1.2 Sk の
⊗k

V への作用を，

(σ · φ)(v1, . . . , vk) := φ(vσ(1), . . . , vσ(k))

で定める．

定義 1.3（k 次交代テンソル）

k∧
(V ) := {φ ∈

k⊗
V ∗ | ∀σ ∈ Sk, σφ = sgnσφ}

と定める．特に，
∧0

(V ) = k とする．
∧k

(V )の元を V の k-formまたは k 次交代テンソルという．

定義 1.4（交代化作用素） Alt :
⊗k

V ∗ −→
⊗k

V ∗ を，

Alt(φ) :=
1

k!

∑
σ∈Sk

(sgnσ)σφ

で定める．Altを交代化作用素という．
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命題 1.5 交代化作用素について，次が成り立つ．

(i) Altは線型写像である．
(ii) ∀φ ∈

⊗k
V ∗ に対し，Alt(φ) ∈

∧k
(V ).

(iii) ∀φ ∈
∧k

(V )に対し，Alt(φ) = φ.

(iv) ∀φ ∈
⊗k

V ∗ に対し，Alt ◦Alt(φ) = Alt(φ).

証明 明らか． �

定義 1.6 φ ∈
⊗k

V ∗, ψ ∈
⊗l

V ∗ に対し，φ ∧ ψ を，

φ ∧ ψ :=
(k + l)!

k!l!
Alt(φ⊗ ψ)

=
1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

(sgnσ)σ(φ⊗ ψ)

と定める．

命題 1.7 次が成り立つ．

(i) ∧ は bilinear.

(ii) φ ∈
⊗k

V ∗, ψ ∈
⊗l

V ∗ のとき，φ ∧ ψ = (−1)klψ ∧ φ.
(iii) (φ ∧ ψ) ∧ θ = φ ∧ (ψ ∧ θ).

証明 (i) は Clear．
(ii)

σ0 :=

(
1 . . . l l + 1 . . . k + l

k + 1 . . . k + l 1 . . . k

)
∈ Sk+l

とする．sgnσ0 = (−1)kl，σ0(φ⊗ ψ) = ψ ⊗ φに注意して，

φ ∧ ψ =
1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

sgnσ · σ(φ⊗ ψ)

=
sgnσ0
k!l!

∑
σσ0∈Sk+l

sgnσ · σσ0(φ⊗ ψ)

= (−1)kl
1

k!l!

∑
σσ0∈Sk+l

sgnσ · σ(σ0(φ⊗ ψ))

= (−1)kl
1

k!l!

∑
σσ0∈Sk+l

sgnσ · σ(ψ ⊗ φ)

= (−1)klAlt(ψ ⊗ φ)

= (−1)klψ ∧ φ

�
(iii) φ ∈

⊗k
V ∗, ψ ∈

⊗l
V ∗, θ ∈

⊗m
V ∗ とする．

(φ ∧ ψ) ∧ θ = (k + l +m)!

(k + l)!m!
Alt

(
(k + l)!

k!l!
(Alt(φ⊗ ψ)⊗ θ)

)
=

(k + l +m)!

k!l!m!
Alt (Alt(φ⊗ ψ)⊗ θ)
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一方，

φ ∧ (ψ ∧ θ) = (k + l +m)!

k!l!m!
Alt (φ⊗Alt(ψ ⊗ θ))

よって，Alt (Alt(φ⊗ ψ)⊗ θ) = Alt (φ⊗Alt(ψ ⊗ θ))となればよい．ここで以下の補題を用いる．

補題 1.8 λ ∈
⊗p

V ∗, µ ∈
⊗q

V ∗ とする．このとき，Alt(λ) = 0ならば，Alt(λ⊗ µ) = 0.

証明 (
1 . . . p

σ(1) . . . σ(p)

)
7→
(

1 . . . p p+ 1 . . . p+ q
σ(1) . . . σ(p) p+ 1 . . . p+ q

)
によって定まる単射 Sp ↪→ Sp+q により，G := Sp を Sp+q の部分群として考える．
σ, τ ∈ Sp+q に対し，σ ∼ τ ⇔ σ−1τ ∈ Gと定め，Sp+q を同値関係 ∼の剰余類で分解する．

Sp+q = G1 ⊔ · · · ⊔Gr

σ ∈ G = Sp に対し，σ(λ⊗ µ) = σ(λ)⊗ µに注意すると，∑
σ∈G

sgnσ · σ(λ⊗ µ) =
∑
σ∈G

sgnσ · σ(λ)⊗ µ

=

(∑
σ∈G

sgnσ · σ(λ)

)
⊗ µ

= p!Alt(λ)⊗ µ

= 0

であるから，

p!q!Alt(λ⊗ µ) =
∑

σ∈Sp+q

sgnσ · σ(λ⊗ µ)

=

r∑
a=1

∑
σ∈Ga

sgnσ · σ(λ⊗ µ)

∑
σ∈Ga

sgnσ · σ(λ⊗ µ) = sgnσa
∑
σ∈G

sgnσ · σ(λ⊗ µ) = 0

�

証明（(iii)の続き） Alt(Alt(φ⊗ψ)−φ⊗ψ)である．補題より，Alt((Alt(φ⊗ψ)−φ⊗ψ)⊗θ) = 0であるから，
Alt(Alt(φ⊗ψ)⊗θ) = Alt((φ⊗ψ)⊗θ) = Alt(φ⊗ψ⊗θ)となる．同様に，Alt (φ⊗Alt(ψ ⊗ θ)) = Alt(φ⊗ψ⊗θ)
である． �

系 1.9 φi ∈
∧ki(V )(i = 1, . . . , r)に対して，

φ1 ∧ · · · ∧ φr =
(k1 + · · ·+ kr)!

k1! · · · kr!
Alt(φ1 ⊗ · · · ⊗ φr)

系 1.10 θi ∈
∧1

(V ) = V ∗, (i = 1, . . . r), σ ∈ Sr に対して，

θσ(1) ∧ · · · ∧ θσ(r) = sgnσ · θ1 ∧ · · · ∧ θr
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命題 1.11 {ei}ni=1 を V の基底とし，{ei}ni=1 を双対基底とする．このとき,

{ei1 ∧ · · · ∧ eik | 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}

は
∧k

V の基底．特に，

dim

k∧
V =


(
n
k

)
(k ≤ n)

0 (k > n)

定義 1.12 V,W をK 線形空間，f : V −→W を線型写像とする．このとき，
∧k

f = f∗ :
∧k

W −→
∧k

V

を，f∗φ(v1, . . . , vk) := φ(f(v1), . . . , f(vk)), (φ ∈
∧k

V, v1, . . . , vk ∈ V ) で定める．特に，
∧0

f = idk と
する．

2 微分形式
M は C∞ 級可微分多様体とする．

定義 2.1（k 次微分形式） α : M ∋ x 7−→ αx ∈
∧k

T ∗
xM なる対応で，任意の chart (U, x1, . . . , xn) に対

して，

αq =
∑

i1<···<ik

αi1...ik(q)(dx
i1)q ∧ · · · ∧ (dxik)q

であり，各係数について，

U ∋ q 7−→ αi1...ik(q) ∈ R

が C∞ である αを，k 次微分形式（k-form）という．

例 2.2 f ∈ C∞(M)とすると，df :M ∋ x 7−→ (df)x ∈ T ∗
xM は 1-formになる．

なぜなら，chart(U, x1, . . . , xn)に対し，任意の q ∈ U について，

(df)q

((
∂

∂xi

)
q

)
=

∂f

∂xi
(q)

なので，

(df)q =
∂f

∂xi
(q)(dxi)q,

∂f

∂xi
(q) ∈ C∞(U)

である．

注意 2.3 k-form αは，X(M)をM 上のベクトル場全体として，

α : X(M)× · · · × X(M) −→ C∞(M)

なる C∞(M)-線型写像で，交代的であるものとみなしてよい．

∧k
V oo // ∧k

T ∗M

L(V, . . . , V ;K)で交代的なもの oo // [ここにあたるもの]
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定義 2.4（微分形式の引き戻し） M,N を C∞ 級多様体とし，F : M −→ N を C∞ 級写像とする．このと
き，F ∗αを各点 x ∈M に対し，

(F ∗α)x := (F∗x)
∗αF (x)

で定める．

定義 2.5 M,N をC∞級多様体とし，F :M −→ N をC∞級写像，x ∈M とする．F∗x : TxM −→ TF (x)N，
f ∈ C∞ と vx ∈ TxM について，

(F∗x)(vx)f := vx(F
∗f)

と定める．

注意 2.6 α =
∑

λ1<···<λk
αλ1···λk

dyλ1 ∧ · · · ∧ dyλk と書いておく．

(F ∗α)i1...ik = (F ∗α)

(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xik

)
= α

(
F∗x

(
∂

∂xi1

)
, . . . , F∗x

(
∂

∂xik

))
= α

(
∂Fλ1

∂xi1
· ∂

∂yλ1
, · · · , ∂F

λk

∂xik
· ∂

∂yλk

)
=
∂Fλ1

∂xi1
· · · · · ∂F

λk

∂xik
αF (x)

(
∂

∂yλ1
, . . . ,

∂

∂yλk

)
=
∂Fλ1

∂xi1
· · · · · ∂F

λk

∂xik
αλ1...λk

(F (x))

であり，
∂Fλ1

∂xi1
· · · · · ∂F

λk

∂xik
αλ1...λk

(F (x))

は xについて C∞ 級である．

命題 2.7 次が成り立つ．

(i) f ∈ C∞ に対し，F ∗df = d(F ∗f)

(ii) F ∗(α ∧ β) = F ∗α ∧ F ∗β

証明

(F ∗df)

(
∂

∂xi

)
= df

(
F∗

∂

∂xi

)
= df

(
∂Fλ

∂xi
· ∂

∂yλ

)
=
∂Fλ

∂xi
· df

(
∂

∂yλ

)
=
∂Fλ

∂xi
(x)

∂f

∂yλ

=
∂

∂xi
(f ◦ F ) = ∂

∂xi
(F ∗f) = (dF ∗f)

(
∂

∂xi

)
�
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定義 2.8（外微分作用素） 写像 d : A∗(M) −→ A∗+1(M)は以下の条件を満たすとき，外微分作用素である
という．

(i) R-線型写像である．
(ii) α ∈ Ak(M), β ∈ Al(M)に対し，

d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)klα ∧ dβ 　（反微分）

(iii) d2 = 0

(iv) f ∈ C∞(M)，X ∈ X(M)に対し，df(X) = Xf

定理 2.9 外微分作用素 dは唯一つ存在する．

証明 （存在）
α ∈ Ak(M)に対し，(U, x1, . . . , xn)を一つの chartとして，

α|U =
∑

i1<···<ik

αi1...ik ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

（ここで各 αi1...ik は 0-formとみている．）
ここで外微分作用素 dを

dα :=
∑

i1<···<ik

dαi1...ik ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

=
∑

i1<···<ik

∂αi1...ik

∂xi
dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

=
∑

i1<···<ik

(
k+1∑
λ=1

(−1)λ−1 ∂αi1...ik

∂xiλ

)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

で定める．条件 (i)と (ii)と (iv)を満たすことはよい．(iii)については，f ∈ C∞(R)に対して，

ddf = d

(
∂f

∂xi
dxj
)

=
∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)
dxj ∧ dxi =

∑
i<j

(
∂2f

∂xj∂xi
− ∂2

∂xi∂xj

)
dxi ∧ dxj

であり，各
∂2f

∂xj∂xi
− ∂2

∂xi∂xj
= 0

より，ddf = 0であるから，(iii)が満たされていると分かる．
（一意性）
d が条件の (i) から (iv) を満たすとする．d が局所作用素であることを示す．すなわち，任意の α ∈ Ak に
対し，

supp(dα) ⊂ suppα := {x ∈M | αx ̸= 0}

を示す．
x ∈ (suppα)c をとる．suppαは閉集合より，xの開近傍 U があって，α|U ≡ 0．このとき，dα|U ≡ 0を示せ
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ば良い．y ∈ U を任意にとる．また，f ∈ C∞(M)で suppf ⊂ U かつ f(y) = 1なるものをとる．このとき，
M 上で fα ≡ 0であるから，

0 = d(fα)y = (df)y ∧ αy + f(y) ∧ (dα)y = (dα)y

である．よって，U 上で dα ≡ 0となる． �

命題 2.10 F :M −→ N を C∞ 級写像とする．このとき，外微分作用素 dに対して，

F ∗d = dF ∗

が成り立つ．

注意 2.11
dα : X(M)× · · · × X(M) −→ C∞(M)

を，

dα(X1, . . . , Xk+1) =
k+1∑
i=1

(−1)i−1Xifα(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1)

+
∑
i<j

(−1)i+jα([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk+1)

とすると，各成分は，

(dα)i1...ik+1
=

k+1∑
λ=1

(−1)λ−1 ∂

∂xilambda
α

(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂̂

∂xiλ
, . . . ,

∂

∂xik+1

)

=
∑
λ=1

k + 1(−1)λ−1
∂αi1...îλ...ik+1

∂xiλ

で，先に定義した dαの成分と一致する．

3 de Rham コホモロジー群
定義 3.1（de Rham複体，de Rham コホモロジー群） M を C∞ 級多様体とする．

0 −→ C∞(M) −→ A1(M) −→ · · · −→ An(M) −→ 0

を M の de Rham 複体といい，このコホモロジー群を M の de Rham コホモロジーといい，H∗
DR(M) で

表す．

注意 3.2 H∗
DR :=

⊕n
k=0 H

k
DR(M)は非可換環の構造を持つ．

定義 3.3 M,N を C∞ 級多様体，F : M −→ N を C∞ 級写像とする．このとき，コホモロジー間の写像
F ∗ : H∗

DR(N) −→ H∗
DR(M)を，[α] ∈ H∗

DR(N)に対し，F ∗([α]) := [F ∗α]で定める．

注意 3.4 α, β ∈ Ker(dk : Ak(M) −→ Ak+1(M)) に対し，[α] = [β] ∈ Hk
DR(M) とすると，ある γ ∈

Ak−1(M)が存在して，α− β = dk−1γ となるから，F ∗α = F ∗(β + dγ) = F ∗β + F ∗dγ = F ∗β + dF ∗γ よ
り，上の定義の写像 F ∗ は well-definedになる．
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命題 3.5 次が成り立つ．

(i) id∗M = idH∗
DR(M)

(ii) M,N,L を C∞ 級多様体，F : M −→ N と G : N −→ L をそれぞれ C∞ 級写像とすると，
(G ◦ F )∗ = F ∗ ◦G∗

系 3.6 M ∼=diffeo N ⇒ H∗
DR(M) ∼= H∗

DR(N)

命題 3.7 M =
⨿

λ∈ΛMλ を，M の連結成分への分解とする．このとき，

dimRH
0
DR(M) = |Λ|

証明 M が連結として証明する．f ∈ C∞ が df = 0を満たすとする．x ∈ M を任意にとり，xを中心とす
るM の chart(U, x1, . . . , xn)で U ≃ B(0, 1)なるものをとる．平均値の定理から，任意の y ∈ U に対して，
ある θ があって，

f(y) = f(0) +
∂f

∂xi
(θy)yi = f(0)

より，f は U 上 constantである． �

定義 3.8 M,N を C∞ 級多様体，F0, F1 :M → N を C∞ 級写像とする．このとき，C∞ 級写像
H : R×M −→ N で，H(0, ·) = F0 かつH(1, ·) = F1 となるものが存在するとき，F0 と F1 はホモトピック
であるといい，F0 ≃C∞ F1 と書く．

定義 3.9 M,N を C∞ 級多様体とする．C∞ 級写像 F : M → N と G : M → N が存在して，G ◦ F ≃C∞

idM かつ F ◦G ≃C∞ idN となるとき，M と N はホモトピックであるという．

定義 3.10（プリズム作用素） 写像 P : Ak+1(R ×M) → Ak(M) を，α ∈ Ak+1(R ×M) と X1, . . . , Xk ∈
X(M)に対して，

(Pα) (X1, . . . , Xk) :=

∫ 1

0

α

(
∂

∂t
,X1, . . . , Xk

)
dt

で定義する．この P をプリズム作用素という．

注意 3.11

α =
∑

i1<···<ik+1

fi1...ik+1
(t, x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik+1 +

∑
λ1<···<λk+1

gλ1...λk+1
(t, x)dxλ1 ∧ · · · ∧ dxλk+1

に対し，

Pα =
∑

λ1<···<λk

(∫ 1

0

gλ1...λk
(t, x)dx

)
dxλ1 ∧ · · · ∧ dxλk

である．

命題 3.12 プリズム作用素について，
dP + Pd = j∗1 − j∗0

が成り立つ．ここで，jt は， 埋め込み jt :=M ↪→ {t} ×M ⊂ R×M である．
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証明 α ∈ A(R×M)，X1, . . . , Xk+1 ∈ X(M)に対し，

(dPα)(X1, . . . , Xk+1) =
k+1∑
i=1

(−1)i−1Xi(Pα)(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1)

+
∑
i<j

(−1)i+j(Pα)([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk+1)

=
k+1∑
i=1

(−1)i−1Xi

∫ 1

0

α

(
∂

∂t
,X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1

)
dt

+
∑
i<j

(−1)i+j

∫ 1

0

α

(
∂

∂t
, [Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk+1

)
dt

(Pdα)(X1, . . . , Xk+1) =

∫ 1

0

(dα)

(
∂

∂t
,X1, . . . , Xk+1

)
dt

=

∫ 1

0

∂

∂t
(X1, . . . , Xk+1) dt+

∫ 1

0

k+1∑
i=1

(−1)iXiα

(
∂

∂t
,X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1

)
dt

+

∫ 1

0

∑
i<j

(−1)i+jα

(
[Xi, Xj ],

∂

∂t
,X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk+1

)
dt

であるから，

(dP + Pd)α(X1, . . . , Xk+1) =

∫ 1

0

∂

∂t
(X1, . . . , Xk+1) dt

=
[
α(X1, . . . , Xk+1)

]t=1

t=0

= (j∗1α)(X1, . . . , Xk+1)− (j∗0α)(X1, . . . , Xk+1)

�

系 3.13 F0 ≃C∞ F1 :M −→ N ならば，F ∗
0 = F ∗

1．

証明 F0 ≃C∞ F1 より，H : R ×M −→ N が存在して，H(0,−) = F0 かつ H(1,−) = F1，すなわち
H ◦ j0 = F0 かつ H ◦ j1 = F1 となる．よって，α : cycleに対して，

F ∗
1 α− F ∗

2 α = j∗1H
∗α− j∗2H

∗α

= (j∗0 − j∗1 )H
∗α

= (dP + Pd)H∗α

= d(PH∗α) + PdH∗α = d(PH∗α) + PH∗dα = d(PH∗α)

より，示された． �

系 3.14 M ≃C∞ N ならば，H∗
DR(M) ≃ H∗

DR(N)

系 3.15（Poincaréの補題） M を可縮な C∞ 級多様体とする．このとき，

Hq
DR(M) =

{
R (q = 0)
0 (q > 0)
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命題 3.16 U, V をM の open coveringとするとき，

U
j1

  A
AA

AA
AA

A

U ∩ V

i2 ##F
FF

FF
FF

FF

i1

;;xxxxxxxxx

i0
// M

V

j2

>>}}}}}}}}

各包含写像に上のように名前を付けると，

0 // A∗(M)
j∗1⊕j∗2

// A∗(U)⊕A∗(V )
i∗1−i∗2

// A∗(U ∩ V ) // 0

は完全列になる．

証明 (i) α ∈ Ker(j∗1 ⊕j∗2 )をとる．このとき，j∗1α = 0かつ j∗2α = 0であるから，α|U ≡ 0かつ α|V ≡ 0．
よって α ≡ 0である．

(ii) (α, β) ∈ Im(j∗1 ⊕ j∗2 )とすると，ある γ ∈ A∗(M)が存在して，α = j∗1γ，β = j∗2γ となる．このとき，
(i∗1 − i∗2)α = i∗1j

∗
1α− i∗2j

∗
2α = i∗0α− i∗0α = 0．よって，Im(j∗1 ⊕ j∗2 ) ⊂ Ker(i∗1 − i∗2)．

(iii) α, β) ∈ Ker(i∗1 − i∗2) に対して，i∗1α = i∗2β であるから．α|U∩V = β|U∩V である．よって，ある
γ ∈ A∗(M)があって，

γ =

{
α (on U)
β (on V)

よって，Ker(i∗1 − i∗2) ⊂ Im(j∗1 ⊕ j∗2 )

(iv) {ρ1, ρ2} を {U, V } に従属する 1 の分割とする．任意の α ∈ A(U ∩ V ) に対して，−ρ1α ∈ A(V )，
ρ2α ∈ A(U)であり，

(i∗1 − i∗2)(ρ2α,−ρ1α) = i∗1ρ2α+ i∗2ρ1α = (ρ1 + ρ2)α = α

より，(i∗1 − i∗2)は全射である． �
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